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Formula di monotonia

Per ogni u ∈ H1(Br(x0)) definiamo il funzionale

W (u, r, x0) :=
1

rd

∫
Br(x0)

|∇u|2 dx− 1

rd+1

∫
∂Br(x0)

u2 dHd−1 +
1

rd
∣∣{u > 0} ∩Br(x0)

∣∣.
Data una funzione u ∈ Br(x0), possiamo definire

ur,x0
(x) =

1

r
u(x0 + rx) .

Osserviamo che vale l’identità

W (u, rs, x0) = W (ur,x0
, s, 0).

Quando r = 1 e x0 = 0 scriveremo W (u, 1, x0) = W (u).

Lemma 1 (Formula di Weiss). Siano BR(x0) ⊂ Rd e u ∈ C∞(BR(x0)). Allora

∂

∂r
W (ux0,r) =

d

r

(
W (zx0,r)−W (ux0,r)

)
+

1

r

∫
∂B1

|x · ∇ux0,r − ux0,r|2 dHd−1,

dove zx0,r : B1 → R è l’estensione 1-omogenea di ux0,r in B1, ovvero

zx0,r(x) := |x|ux0,r (x/|x|) .

Proof. Definiamo

W0(u, r, x0) :=
1

rd

∫
Br(x0)

|∇u|2 dx− 1

rd+1

∫
∂Br(x0)

u2 dHd−1.

Allora,

W (u, r, x0) = W0(u, r, x0) +
1

rd
∣∣{u > 0} ∩Br(x0)

∣∣.
Sappiamo già che vale la formula

∂

∂r
W0(ux0,r) =

d

r

(
W0(zx0,r)−W0(ux0,r)

)
+

1

r

∫
∂B1

|x · ∇ux0,r − ux0,r|2 dHd−1.

Quindi è sufficiente mostrare che si ha

∂

∂r

[
1

rd
∣∣{u > 0} ∩Br(x0)

∣∣] =
d

r

(∣∣{zr,x0
> 0} ∩B1

∣∣− ∣∣{ur,x0
> 0} ∩B1

∣∣).
Infatti, basta osservare che ∣∣{ur,x0

> 0} ∩B1

∣∣ =
1

rd
∣∣{u > 0} ∩Br(x0)

∣∣,
e ∣∣{zr,x0 > 0} ∩B1

∣∣ =
1

d
Hd−1

(
{zr,x0 > 0} ∩ ∂B1

)
=

1

d
Hd−1

(
{ur,x0

> 0} ∩ ∂B1

)
=

1

drd−1
Hd−1

(
{u > 0} ∩ ∂Br(x0)

)
=

1

drd−1
∂

∂r

[∣∣{u > 0} ∩Br(x0)
∣∣]. �

Lemma 2. Se u ∈ H1(BR) è una funzione tale che∫
∂B1

|x · ∇ur − ur|2 dHd−1 = 0 per Lebesgue quasi-ogni r ≤ R,

dove

ur(x) =
1

r
u(rx),

allora u è 1-omogenea.
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Proof. Per ogni 0 < s < t < R, abbiamo∫
∂B1

|ut(θ)− us(θ)| dθ ≤
∫
∂B1

∫ t

s

1

r

∣∣∣θ · ∇u(rθ)− 1

r
u(rθ)

∣∣∣ dθ = 0.

Di conseguenza, esiste una funzione ϕ : ∂B1 → R tale che

ur(θ) = ϕ(θ),

per ogni r > 0, e quindi u è della forma
u(rθ) = rϕ(θ).

�

Proposizione 3. Siano D un aperto in Rd, u un minimo locale di F in D e x0 ∈ D un punto sul bordo di
{u > 0}. Allora, la funzione

r 7→W (u, r, x0)

è monotona crescente. In particolare, esiste il limite

lim
r→0

W (u, r, x0).

Se inoltre, u0 è un blow-up di u in x0, allora u0 è una funzione 1-omogenea.

Proof. Senza perdita di generalità, supponiamo che x0 = 0. Allora, per ogni r > 0 e s > 0 vale la formula

W (ur, s) = W (urs, 1) = W (u, rs).

Ora, siccome la funzione r 7→W (u, r) è monotona crescente, esiste il limite

L = lim
r→0

W (u, r).

Inoltre, per ogni successione rn → 0, si ha

lim
n→+∞

W (u, rn) = L.

Ora, supponiamo che urn sia una successione che converge al blow-up u0 : Rd → R, forte H1 e uniformemente
su ogni BR ⊂ Rd e tale che 1{urn>0} converge forte L1(BR) a 1{u0>0}. Allora, per ogni fissato s > 0, abbiamo

L = lim
n→+∞

W (u, srn) = lim
n→+∞

W (urn , s) = W (u0, s).

Di conseguenza, la funzione
s 7→W (u0, s)

è costante. Per il Lemma precedente u0 è una funzione 1-omogenea. �


